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   چکیده. 

 ای مانند هوافضتتا،های ستت،ک، مقاوو و کاردمد در اتتنایش پیشتترفته با توجه به گستتترش نیاب به ارا ی ستتابه

هایی مانند تیرهای جدار نابک با مقطش کی سابههای تجدیدپذیر و خودروسابی، تحلیل دقیق رفتار دینامیانرژی

های دینامیکی تیرهای جدار ای برخوردار است. در این پژوهش، تحلیل ارتعاشات و تنشمتغیر، اب اهمیت ویژه

 هندسه قیقد سابیمدل منظوربه. است گرفته قرار بررسی مورد ریتز -نابک با سطح مقطش متغیر به روش رایلی

 کارگیریبه با. اندشتتده گرفته نظر در تیر اول راستتتای در قطر و ضتتمامت توبیش برای ایلهچندجم توابش تیر،

دست تحلیلی استمراج و معادلات ارتعاشی بهاتورت نیمه ی جرمی و ستمتی به هاماتریس ریتز، -رایلی روش

متداد تیر ا اند. ستسس، پاستد دینامیکی تیر تحت بارگذاری گستترده ستینوستی محاس،ه و تنش خمشی در     دمده

 بمان تنش بیشینه و جرو سابه، اب الگوریتمسابی هندسه تیر با هدف کاهش هماربیابی شتده استت. برای بهینه  

های بهینه بر روی ج،هه پارتو استتتمراج گردیده استتت. ای اب ارحاستتتداده شتتده و مجمو هNSGA-II  ژنتیک

تواند یسابی، ممت و قطر به کمک الگوریتم بهینهدهد که ارا ی مناسب تابش ضمادمده نشان میدستت نتایج به

چنین، مقایستته . همکم کنداتتورت مریری های دینامیکی را کاهش داده و وبن ستتابه را بهبمان تنشاور همبه

دهد که ا ت،ار روش پیشنهادی ، تطابق بستیار مناس،ی را نشان می ABAQUSافزار های  ددی با نتایج نروپاستد 

های س،ک و مقاوو در کاربردهایی  نوان ابزاری کاردمد در ارا ی سابهتواند بهید. این روش مینمارا تأیید می

 .های تجدیدپذیر و خودروسابی مورد استداده قرار گیردنظیر انعت هوافضا، انرژی

 ها:کلیدواژه
 ،تیرهای جدار نابک
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 مقدمه -1

هتتای تیرهتای جتتدار نتتابک مقطش متغیر بتته دلیتل قتابلیتتت   

اور هبدهند، ارائه می پیشرفتههای ای که در ارا یبرجسته

اند. این ای در اتنایش پیشرفته مورد توجه قرار گرفته فزاینده

نظیر استتتحکاو و ستت،کی، برای  ها به دلیل ترکیب بیستتابه

را ان اتتنعتی یک انتماب برتر محستتوب  مهندستتان و ا

های وبنی و استحکاو در اتنایعی که محدودیت  .شتوند می

کلیدی هستتتند، مانند اتتنعت هوافضتتا،  اب نکات مکانیکی 

های تجدیدپذیر، تیرهای جدار نابک خودروسابی و انرژی

 .دکننوری ایدا مینقشتتی استتاستتی در به،ود  ملکرد و بهره

ا، کاهش وبن قطعات بدون برای مثال، در اتتنعت هوافضتت

بر مصتتترف  اور مستتتتقیمبهکاهش مقاومت ستتتاختاری، 

 .تأییر دارد یا موشتتتک ستتتوخت و افزایش کارایی هواپیما

هتای بادی، تیرهای جدار نابک با مقطش  چنین در توربینهم

به دلیل تحمل  ی توربینو پتایه  هتا متغیر در ستتتاختت پره 

ر  لاوه ب. روندمی کاربهبارهای دینامیکی و ارتعاشتتات بالا 

 ،کاربردهای گستترده تیرهای جدار نابک در انایش هوافضا 

ها ، این سابهپذیرتجدیدهای و انعت انرژی خودروستابی 

نیز  پیشتترفتههای های شتتهری و ستتاختماندر بیرستتاخت

تحلیل دقیق ارتعاشی و رفتار دینامیکی . نقشی اساسی دارند

تر در برابر تر و مقاووتواند به ارا ی ایمنها میاین ستتتابه

 .بلزله و نیروهای خارجی متغیر کمک کند

ها، های مکانیکی خاص این ستتتابهبتا توجته به ویژگی  

تحلیل دقیق ارتعاشی و تنش دینامیکی تیرهای جدار نابک، 

های ایمن، س،ک ها در ارا ی سابهترین چالشیکی اب مهم

ب امینان اتنها برای اهای ارتعاشی نهتحلیل .و کاردمد استت 

ستتابی ها ضتتروری هستتتند، بلکه در بهینه پایداری ستتابه

های  ملکرد دنها تحت بارهای ممتلف، اب جمله بارگذاری

 .دینامیکی و نیروهای محیطی، نقش اساسی دارند

های در این پژوهش، به تحلیل ارتعاشتتتات دباد و تنش

ا ب دینتامیکی تیرهتای جتدار نتابک با مقطش متغیر ممروای    

 -روش رایلیت. پرداخته شده اسریتز  -رایلی کمک روش

های ریتز به دلیل ماهیت م،تنی بر انرژی خود، یکی اب روش

ستابی و  ل مستائل پیدیده ارتعاشی   قابل اامینان در مدل

های مهندسی این روش در تحلیل .رودشتمار می ها بهستابه 

 ویژه دربه دلیل ستتر ت محاستت،ات بالا و دقت مناستتب، به

پیدیده که دارای شرایط مربی غیرمعمول هستند،  هایسابه

   .ای پیدا کرده استجایگاه ویژه

ریتز م،تنی بر ااتتل  داقل انرژی پتانستتیل   -روش رایلی

کل استتتت که یکی اب ااتتتول بنیادی در مکانیک کلاستتتیک 

ا،ق این اال، یک سیستم مکانیکی در  التی . رودشتمار می به

در  .ل دن به  داقل برستتتدگیرد که انرژی پتانستتتیل کقرار می

ریتز، انرژی پتانستیل و جن،شتی ستابه بر  سب     -روش رایلی

شتتتوند که به اتتتورت ترکیب خطی اب توابش پایه تعریف می

مقتادیر مجهول ککته معمولاض ضتتترایتب یا پارامترهای مجهول    

ماب ای انتگونهبهاین توابش پایه باید  .شتتتودهستتتتندی بیان می

 [.5] کنند تامینرا به خوبی شوند که شرایط مربی سابه 

ریتز، امکان انتماب  -یکی اب مزایای کلیدی روش رایلی

شود تا پذیری با ث میگستترده توابش پایه است. این انعطاف 

این روش بتواند مستتائل پیدیده با شتترایط مربی ممتلف را  

 ل کند. با استتتتداده اب ااتتتل  داقل انرژی پتانستتتیل کل، 

اتتورت یک ستتیستتتم معادلات   معادلات  اکم بر ستتابه به

یعی های ا،دید. با  ل این سیستم، فرکانسدست میخطی به

ت شود که االا امودهای ارتعاشی سیستم تعیین می و شکل

 .کنداربشمندی را درباره رفتار دینامیکی سابه فراهم می

ابی سبرای ا ت،ارسنجی نتایج  اال اب محاس،ات، مدل

 دباکوس انجاو شده است.  افزار ددی تیر مذکور در نرو

 شتتود شتتامل دن،ال می اب انجاو این پژوهش ی کهفاهدا

توستتتعته یتک روش  تددی کتاردمد و دقیق برای تحلیل     

ارتعتاشتتتی و تنش دینتامیکی تیرهای جدار نابک با مقطش   

و  جاییجابمقدار بررسی تأییر پارامترهای هندسی بر ، متغیر

 تیر تحتتت اربیتتابی پتتاستتتد دینتتامیکی، تیر میزان تنش در

و  هتتای  تتداکثریهتتای ممتلف و تعیین تنشبتتارگتتذاری

ی سابارائه راهکارهایی برای به،ود ارا ی و بهینهچنین هم

 باشد.می هااین نوع سابه
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تر تواند در ارا ی بهینهنتایج  اال اب این پژوهش می

  نوان نمونه، درهای ممتلف اتنعتی استداده شود. به ستابه 

ی دن نمونه مناستتت،ی برای ادی که پایههای بارا ی توربین

، استتتتداده اب روش ی5 کشتتتکل کاربرد این پژوهش استتت 

تواند های توربین میها و پایهسابی پرهریتز در بهینه -رایلی

های دینامیکی و افزایش  مر مدید ستتتابه بته کتاهش تنش  

های های انتقال قدرت و سابهچنین در شدتکمک کند. هم

هتای دینامیکی شتتتدید قرار دارند،   مرانی کته تحتت بتار   

ند تواهای دینامیکی میهای دقیق ارتعاشتتتی و تنشتحلیتل 

 .تر و کاردمدتر شودهای ایمنمنجر به ارا ی سابه

 

 توربین بادی -5 شکل

 

هتای بتادی بته دلیتل بتارهای      توربین یو پتایته   هتا پره

های دینامیکی بالا و تغییرات سریش نیروی باد، نیاب به تحلیل

ود تواند به به،قیق ارتعاشتتتی دارند. نتایج این پژوهش مید

ها های مکانیکی در این ستتتابهو کاهش تنش هاایهارا ی پ

 .کمک کند

 یکینامید یستتتمت سیمتاتر  ی،5956ک 5امزیت لیو و یبنرج

را  موشنکویت ریت یدشت یپ -یخمشت ی هارتعاش وابست  جهت

 شتتتده را کوپلفرمول  کیها دن. قرار دادنتد  یمورد بررستتت

                                                      
1 Banerjee and Williams 
2 Aydogdu 

را  یدشیو پ یارتعاشتات خمشت   نیکه تعامل ب کردند یمعرف

ر اب رفتار  نااتت یترقیدق شیبه نما جرو من ردیگ یدر نظر م

به بررستتتی ی، 5662ک و همکاران 5[. دیدقُدو5] شتتتودیم ریت

تحلیل ارتعاشتتتات تیرهای جدار نابک با استتتتداده اب روش 

ی تحلیلی، هابا استداده اب مدلها دن. پرداختنداجزای محدود 

رایط ها تحت شبه دن،ال بررسی رفتار دینامیکی این نوع سابه

 دهدمینشتتتان ها پژوهش دننتایج  .بودندبارگذاری ممتلف 

که افزایش تغییرات در ضمامت و هندسه مقطش، تأییر بیادی 

نین، چهای ا،یعی تیر دارد. همبر پاستتتد دینامیکی و فرکانس

ستتابی دقیق این ساختارها کند که مدلاین پژوهش تأکید می

[. ایرانی و 3] بینی بهتر ارتعاشتتات ضتتروری استتتبرای پیش

به تحلیل ارتعاش تصتتادفی تیر کنستتولی با ی، 5653ک ستتابش

استداده  با هاپرداختند. دن مقطش متغیر تحت تحریک تصادفی

رفتار دینامیکی تیر کنسولی با  ،های تحلیلی و  ددیاب روش

به  و را بررسی کردند تصادفی مقطش ممروای تحت تحریک

نتایج تحلیلی مربوط به توابش پاستتد فرکانستتی، میزان انرژی  

 نتایج اند.شتتتده و ایف توان ارتعاشتتتی دستتتت یافتهجذب

دهد که تغییرات در مقطش تیر تأییر نشتتتان می هتا پژوهش دن

 اور خاص، تیرهاییبه و بستزایی بر پاستد ارتعاشی دن دارد  

هستتتتند،  ستتتاستتتیت بیشتتتتری به  که دارای مقطش متغیر 

دهند. این موضتتتوع با ث های تصتتتادفی نشتتتان میتحریک

 تر ارتعاشات تیرها برای جلوگیری اببینی دقیقشتود پیش می

های ناخواستته نظیر خستگی و شکست سابه ضروری  پدیده

به تحلیل ارتعاشتتات ی، 5655[. ستتلطانی و دهنیان ک5] باشتتد

ای جدار نابک با مقطش پیدشی تیره -دباد و پایداری خمشی

 یFGMک ممروای متغیر و ستاخته شده اب مواد مدرج تابعی 

ستتتابی، تیر به اتتتورت یک تیر جدار . برای مدلپرداختند

نابک با مقطش متغیر در اول در نظر گرفته شده و مواد مدرج 

اور هباند که خواص مکانیکی ای تعریف شتتتدهگونهبهتابعی 

چنین، اب تئوری کننتتد. همتتتدریجی در اول تیر تغییر می

دستتتت دوردن بهتیرهتای جتدار نتابک و روش انرژی برای    
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 ایجنتکردند. معادلات  اکم بر ارتعاشتات و پایداری استداده  

چون دهد که پارامترهای ممتلدی همنشتتتان می هاپژوهش دن

تغییرات مقطش، توبیش مواد متتدرج تتتابعی، شتتترایط مربی و 

های توجهی بر فرکانس لخواص بستتتتر الاستتتتیک تأییر قاب

پیدشتتی تیرها دارند. تیرهایی که  -ا،یعی و پایداری خمشتتی

دارای مقطش ممروای و مواد مدرج تابعی هستتتتند، پایداری 

غن،ری و [. 4] بیشتتتتری نستتت،تت به تیرهای معمولی دارند 

به تحلیل ارتعاشات دباد  رضی تیرهای ی، 5655خوانی ک ادل

 5نای کالوکیشتتده اب روش نقطهدوار با مقااش متغیر با استتتدا

با معرفی یک مدل ریاضی که تأییرات سر ت ها دن. پرداختند

چرخش، توبیش جرو و هنتتدستتتته مقطش متغیر را در نظر 

را بررستتی  دقیق ارتعاشتتات این تیرها اتتورتگیرد، به می

ای برای  ل معادلات اب روش کالوکیشتتتن نقطه دنها .کردند

بررستتتی تأییر تغییرات  دیدرانستتتیتل  تاکم استتتتدتاده و به   

های پتارامترهتای ممتلف هنتدستتتی و دینامیکی بر فرکانس   

دهد که نتایج این تحقیق نشان میپرداختند. ا،یعی ارتعاشات 

تغییرات در هندسه مقطش و سر ت چرخش تیر تأییر بسزایی 

های ا،یعی دن دارند. افزایش ستتتر ت چرخش بر فرکتانس 

ه ک الیشتتتود، در یهای ا،یعی ممنجر بته افزایش فرکتانس  

 گرددها میکاهش ضتتتمامت مقطش تیر با ث کاهش فرکانس

ریتز  -تحلیل روش رایلیی، به 5665ک 5[. جیا و استتتوارت0]

 5در مستتتائل مقادیر ویژه 3فضتتتاهای ویژهبیربرای تقریتب  

های نظری این روش تمرکز کرده و به بر جن،ه دنها. پرداختند

تعیین مقادیر ویژه و  های دن دربررستی شرایط و محدودیت 

ای هاند. این تحلیل بر استتاس ویژگیپرداخته 4بردارهای ویژه

ریاضتیاتی و ستاختارهای ماتریسی انجاو شده و درک بهتری   

ریتز در تممین فضتتتاهای ویژه در  -اب  ملکرد روش رایلی

های انجاو شده تأیید تحلیل. دهدهای بزرگ ارائه میستیستم 

تواند در  ل مسائل پیدیده یتز میر -کنند که روش رایلیمی

                                                      
1 Collocation Method 
2 Jia and Stewart 
3 Eigenspace 
4 Eigenvalue 
5 Eigenvectors 

ی، 5655[. پرادان و چاکراورتی ک2] محاستتت،اتی مریر باشتتتد

نمودند.  یجنس مواد هدفمند را بررست  یر ابتارتعاشتات دباد  

ریتز استتتتداده  -یاب روش رایل  ل معادلات  اکم یدنها برا

ا ب ریت یعیا، یهادهتد که فرکانس ینشتتتان م جینتتا . کردنتد 

 یتئور .ابدییم شیافزا یشتتتکل برشتتترییتغ یتئور بیت ترت

دهد، در یمارائه  میضم یرهایت یبرا یقیدق جینتا موشتنکو یت

تر قیدقنابک  یرهایت یمرت،ه بالاتر برا یهتا یکته تئور ی تال 

 [.9] هستند

 

 روش تحقیق -2

 مقدمه -2-1

گذار این بمش به بررستتی و تحلیل معادلات بنیادی که پایه

نش دینامیکی تیر جدار نابک مقطش های ارتعاشی و تتحلیل

 متغیر هستند، اختصاص یافته است.

 

 تشریح مسئله -2-2

، رفتار ارتعاشی یک تیر جدار نابک با مقطش پژوهشر این د

 جدار نابکمتغیر مورد بررستتی قرار گرفته استتت. این تیر  

تدریج در اول ای استتت که شتتعاع دن به دارای مقطش دایره

انتها به شتتتکل یک ممروط ناق   یابد و درتیر کاهش می

که یک نیروی گستترده سینوسی به دن ا مال   یابدخاتمه می

مشمصات تیر مورد پژوهش در جدول ی. 5کشکل شتود می

   قابل مشاهده است. 5

 

 تابع شکل -2-3

و اب ر کانتهای تیری اب یک ستتتمت گیردا 5مطابق با شتتتکل 

 .است سمت دیگر دباد

کامل مهار شتتده و گیردار، تیر به اتتورت  ستتمتدر 

گونه جابجایی یا چرخشتتی در این نقطه مجاب نیستتت.  هیچ
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این بته معنتای دن استتتت که در این انتها، هر دو جابجایی   

دباد، هیچ  ستتمت مودی و چرخش تیر اتتدر استتت. در  

تواند دبادانه در این گاه یا قیدی وجود ندارد و تیر میتکیته 

 روی برشی ونقطه جابجا شتود و چرخش کند. در نتیجه، نی 

 ممان خمشی در این نقطه باید ادر باشند. 

 
 ارح برش خورده تیر مورد پژوهش -5شکل 

 

 با توجه به شترایط مربی تیر، تابش شکل مناسب، تابعی 

ین چنست که شرایط مربی تیر را به خوبی ارضا کند و هما

ا مال نکند. این تابش اب معادله مستتاله ای به شتترایط اضتتافه

 :شودبرنولی استمراج می -یلرخمشی تیر او

𝐸𝐼(𝑥) (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑥
)

2

+ 𝜌𝐴(𝑥) (
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

= 0 

، مدول E، چگالی و 𝜌، مستتتا تت و  Aدر این رابطته  

 باشد.می ممان دوو سطح، Iیانگ و 

 

 ماتریس سختی و جرمی -2-4

ریتز، ماتریس ستتمتی و ماتریس جرمی با  -در روش رایلی

ی و شوند که رفتار جابجایتداده اب توابش شکل تعریف میاس

ها، سکند. برای بیان این ماتریشکل تیر را توایف میتغییر

ابتدا باید توابش شتتکل فرضتتی برای جابجایی تیر استتتداده   

این توابش در معادلات انرژی پتانسیل و جن،شی  ،. سسسشود

 ی بیاناورت ماتریسبهو معادلات نهایی  شتده گذاری جای

اتتورت هستتمتی ب جرمی و های، ماتریسادامهشتتود. در 

 شوند.محاس،ه می 5و  5روابط 

𝑀𝑖𝑗 ی5کرابطه  = ∫ 𝜌𝐴𝜑𝑖(𝑥)𝜑𝑗(𝑥)𝑑𝑥
𝑙

0
 

𝐾𝑖𝑗   ی5کرابطه  = ∫ 𝐸𝐼
𝜕2𝜑𝑖(𝑥)

𝜕𝑥2

𝜕2𝜑𝑗(𝑥)

𝜕𝑥2 𝑑𝑥
𝑙

0

 رد پژوهش با مقطش متغیرمشمصات تیر مو -5جدول 

 وا د مقدار پارامتر

 meter 3 تیر اول
 meter 4/6 بزرگتر قطر
 meter 5/6 کوچکتر قطر

 meter 65/6 تیر ضمامت
 E 956×562 الاستیسیته مدول

Pascal 
 ρ 2966 3Kg/m فولاد چگالی

 - ν 3/6 پودسون ضریب
 ω 0/5 Hzتحریک فرکانس

 0F 5666 Nدامنه نیرو گسترده 

 

 های طبیعیفرکانس -2-5

های ا،یعی سیستم به کمک دستت دوردن فرکانس هجهت ب

 شود:استداده می 3اب رابطه  ریتز -روش رایلی

𝜔𝑛  ی3کرابطه  =
1

√𝜆𝑛
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مقادیر ویژه ، 𝜆𝑛های ا،یعی و فرکتانس  𝜔𝑛کته در دن  

 ددستتت دمده برای موهباشتتند. در بیر فرکانس ا،یعی بمی

 اول تا ششم قابل مشاهده است:

𝜔1 = 392  , 𝜔2 = 1725  , 𝜔3 = 4330  , 
𝜔4 = 8253  , 𝜔5 = 13722  , 𝜔6 = 23037 

 

 و محاسبه مقادیر ویژه   [D]تشکیل ماتریس  -2-6

معمولاض بتته  نوان  [D] متتاتریس ،ریتز -در روش رایلی

شتتود که شتتامل االا ات دینامیکی  ماتریستتی تعریف می

های ا،یعی و مودهای ستتتم بوده و به کمک دن فرکانسستتی

شکل مودهای اول تا  شوند.ارتعاشتی ستیستتم محاس،ه می   

 قابل مشاهده است. 3دست دمده در شکل هششم ب

[𝐷]   ی5کرابطه  = [𝐾]−1[𝑀] 

 دیند:میدست همقادیر ویژه نیز به کمک رابطه بیر ب

[𝐷])  ی4کرابطه  − 𝜆𝑛[𝐼]){𝐶𝑛} = {0} 

𝜆𝑛  ،مقادیر ویژهI و  ماتریس همانی𝐶𝑛 بردارهای ویژه 

 هستند.

 

 شکل مودهای اول تا ششم تیر یکسر گیردار -3شکل 

 

 گراییمحاسبه پاسخ زمانی و بررسی هم -2-7

گرایی یکی اب مرا تل کلیتدی در اربیابی دقت   تحلیتل هم 

ر های  ددی استت. هدف اب این تحلیل، بررسی رفتا روش

های ستتیستتتم در برابر تغییر پارامترهای  ددی، مانند پاستتد

های محاس،اتی و اامینان اب پایداری تعداد توابش پایه یا گاو

دهد که با افزایش گرایی نشان میو اتحت نتایج است. هم 

. شتتوندمی نزدیک دقت محاستت،ات، نتایج به مقادیر واقعی

 .قابل مشاهده است 5گرایی در شکل الگوریتم هم

 

 گرایینمودار هم -5شکل 
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گرایی، تتأییر تعتداد   در این پژوهش، برای بررستتتی هم

 یشتتینهب جابجاییریتز بر مقدار  -توابش پایه در روش رایلی

شتتان نمودار  ااتتل  5شتتکل  در تیر تحلیل شتتده استتت.

ه ب جابجایی دارکته با افزایش تعداد توابش پایه، مق  دهتد می

 کنند.تدریج به یک مقدار یابت میل می

ابتدا با توجه به شتترایط  ،جهت محاستت،ه پاستتد بمانی 

ی رابطهبا استداده اب  یqک بارگذاری پاسد ممصوص هر مود

 دید.دست میهبیر ب

𝑞   ی0کرابطه  = ∫ 𝜑 × 𝐹
𝐿

0
 

مشتتابه رویکرد ستتری فوریه استتت که در دن  رابطه این

در  و شتتتودیتک تابش به کمک توابش پایه متعامد تجزیه می 

 دید:دست میهب 2ی رابطه اب را بمانی پاسدنهایت 

𝑊  ی2کرابطه  = 𝑞 × {𝐶𝑛} 

 باشد.می [𝐷] ماتریسبردار ویژه  {𝐶} که در این رابطه

نمودار پاستد ستیستتم در سته نقطه مورد بررسی قرار     

در نقطه یک چهارو ابتدایی تیر، در وسط تیر و . گرفته است

 باشد.هده میقابل مشا 4در انتهای تیر که در شکل 

 

 تیر ممتلف نقطه سه در بمانی پاسد -4 شکل

 

در جابجایی قابل مشاهده است، در شکل اور که همان

 نقطه انتهای تیر در بیشترین مقدار خود قرار دارد.

 

 تنش دینامیکی -2-8

 -در این پژوهش تنش دینتامیکی تیر بته کمک روش رایلی  

 9 یاب رابطه تحلیلی و با استتتتدادهنیمته اتتتورت هریتز بت 

 شود:محاس،ه می

,𝜎(𝑥  ی9کرابطه  𝑡) = −𝐸𝑧
𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕2𝑥
 

، فااله اب محور z، مدول الاستتیسیته و  Eدر این رابطه 

 تنش خمشی در شکلبیشینه باشتد. نمودار مقدار  خنثی می

 قابل مشاهده است. 0

 

 نمودار دامنه تنش خمشی در اول تیر -0شکل 
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قابل مشاهده است، تمرکز تنش  در شتکل اور که همان

باشتتتد بیشتتتتر بوده و در ابتدای تیر که ستتتمت گیردار می

اورت نزولی، با نزدیک شدن به انتهای دباد تیر نزدیک، به

 د.رسکه به ادر مییابد تا جاییتمرکز تنش کاهش می

 

 سنجیاعتبار -2-9

دمده اب روش دستتتتبرای اربیتابی دقتت و ا ت،ار نتایج به  

ای میان این روش  ددی و یک روش ریتز، مقایستته-ایلیر

 تحلیلی معت،ر انجاو شده است.

 -یدمده اب روش رایلدستها با نتایج بهنتایج این تحلیل

ریتز مقایستته شتتده و تطابق دنها مورد بررستتی قرار گرفته   

انتهای تیر که با  جابجاییاستتتت. در این مقایستتته، نمودار 

همراه با نتیجه  اکوس محاستت،ه شتتدهافزار دباستتتداده اب نرو

ارائه شده  2، در شتکل  ریتز -دستت دمده به روش رایلی هب

 است.

در نقطه انتهای تیر در  ل  بیشتتتینهجایی میزان جتابته  

1.74ریتز برابر با  - ددی به روش رایلی × استتت.  10−4

افزار چنین، این مقدار در تحلیل تحلیلی با استداده اب نروهم

1.85ر با دباکوس براب × دستتت دمده استتت. این  به 10−4

میان دو روش  ل با  %0 دهنده اختلافی معادلمقادیر نشان

 اور واضحیشترایط یکسان هستند. این اختلاف کوچک به 

دمده اب روش دستتتدهنده تطابق خوب میان نتایج بهنشتتان

به  ،ارت دیگر،  افزاری استتتت.ریتز و تحلیتل نرو  -رایلی

 -دهد که روش رایلیین دو روش نشان میمقایسته نتایج ا 

های ریتز توانستتتتته استتتت نتایج دقیقی مشتتتابه با تحلیل  

ی راستتتتایافزاری فراهم کند. این تطابق و همتر نروپیدیتده 

افزاری موجتب افزایش ا تماد به  میتان نتتایج  تددی و نرو   

 های دینامیکیریتز در تحلیل -دقتت و کاردیی روش رایلی 

های براین، استتتداده اب این روش در تحلیلشتتود. بناتیر می

ا تماد  نوان یک ابزار مریر و قابلتواند بهارتعاشی تیرها می

 .های ساختاری در نظر گرفته شوددر تحلیل

 

 سازی تیربهینه -3

 مقدمه -3-1

های مهم در  لوو مهندستتی و ستتابی یکی اب شتتاخه بهینه

ب ارا ی استتتتت کتته هتتدف دن یتتافتن بهترین ترکیتتب ا

پتتارامترهتتای ارا ی برای رستتتیتتدن بتته  ملکرد مطلوب 

هایی نظیر با محدودیت اغلبباشتد. در مسائل مهندسی،  می

 استهای هندستی، مکانیکی، یا اقتصادی مواجه  محدودیت

ستتابی کند. بهینهستتابی را دوچندان میکه ضتترورت بهینه

ستتت که ا ای اب پارامترهامعنای یافتن مجمو همهندستتی به

قیود مستأله،  ملکرد سیستم را اب دید یک یا   ینتامضتمن  

 .چند هدف به  داکثر یا  داقل ممکن رساند

 
 مقایسه جابجایی بر  سب بمان در نقطه اننهای تیر در  ل  ددی و تحلیلی  -2شکل 
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هتا، دو  تامتل وبن ستتتابه و مقدار    در ارا ی ستتتابه

های ایجادشتتتده نقش مهمی در  ملکرد نهایی دارند. تنش

شود ونقل مین بیاد با ث افزایش هزینه ساخت و  ملوب

چنین ممکن استتت بار اضتتافی به ستتابه وارد کند. اب  و هم

هایی اب ستتابه بیاد باشتتد، ممکن ارفی، اگر تنش در بمش

رو، اب این. استتت با ث خرابی یا کاهش  مر مدید دن شتتود

، نوب بمان با کاهشهم یابی به یک ارا ی که بتوانددستتت

، یک چالش مهم در گاه را کاهش دهدتکیته تنش در  تمرکز

 رود.شمار میمهندسی به

 

 1الگوریتم ژنتیک -3-2

سابی م،تنی وجو و بهینهیک روش جستت  الگوریتم ژنتیک

بر ااتتتول ژنتیتتک ا،یعی و انتمتتاب ا،یعی استتتت. این  

معرفی  ی5924ک 5برای اولین بار توستتط جان هالند الگوریتم

امل بیولوژیکی، راهکاری قدرتمند برای با الهاو اب تک و شد

ها کند که در دن ل مستتتائل پیدیده و غیرخطی فراهم می

االا ات دقیق ریاضتتیاتی مانند مشتتتقات، پیوستتتگی تابش   

 .محلی در دسترس نیست کمینههدف یا وجود فقط یک 

هتتای الگوریتم ژنتیتتک برخلاف بستتتیتتاری اب روش

 ،فقط با یک نقطهنه  و هاکلاسیک، با یک جمعیت اب جواب

شتتتود کند،. این ویژگی با ث میبمتان کتار می  اور همبته 

محلی کتاهش یتابد و    هتای کمینته ا تمتال گیر افتتادن در   

 [.  9] ی سراسری بیشتر شودیافتن جواب بهینه ا تمال

 

  NSGA-II سازیبهینه و مراحل رویکرد -3-3

 یهتتدفتتهچنتتددر ایتن پتژوهتش، اب الگوریتم ژنتیتتک    

NSGA-II بمان وبن و تنش ستتتابه ستتتابی همبرای بهینه

 .استداده شده است

گیری اب مدتاهیم تکامل ا،یعی، اب  این الگوریتم بتا بهره 

جملتته انتمتتاب ا،یعی، تقتتااش و جهش، قتتادر استتتتت  

                                                      
1 Genetic Algorithm 
2 John Holland 
3 Trade-off Solutions 

اتتتورت های غیرمغلوب کپارتوی را بهای اب جوابمجمو ه

 کجای ارائه یرو، این الگوریتم بهاینبمان تولید کند. اب هم

دهد های بهینه را ارائه میای اب گزینهپاستتد مندرد، مجمو ه

 .توانند بسته به نیابهای ارا ی انتماب شوندکه می

در ستتتاختتار این الگوریتم، ابتتدا یک جمعیت اولیه اب   

شتتود. هر پاستتد کیا کروموبووی شتتامل  ها تولید میپاستتد

متغیرهای ارا ی کمانند ضترایب تابش ضمامت و قطر تیری  

بر  هات. پس اب اربیابی توابش هدف کوبن و تنشی، پاسداس

شتتوند. سسس، با استداده اب استاس نادربرتر بودن مرتب می 

 ها ایجاداپراتورهای ترکیب و جهش، نسل جدیدی اب پاسد

و  ی پارتوهای برتر اب نظر رت،هشتود. در هر نسل، پاسد می

شتتتونتد. این روند تا رستتتیدن به  تنوع جمعیتت  د  می 

 .یابدهای مشم  ادامه میگرایی یا تعداد نسلهم

بمان اورت هماب دنجا که کاهش وبن و کاهش تنش به

 NSGA-IIاهداف متضتتتادی هستتتتند، نتایج  ااتتتل اب 

توان را فراهم کرده که می 3های متعادل لای اب راهمجمو ه

 های ارا ی یا الزامات  ملکردی، گزینهبر استتاس اولویت

 .ها انتماب کردن دننهایی را اب میا

، توبیش ضتتمامت و پژوهش در این: متغیرهای طراحی

ای درجه ستوو نس،ت  اتورت چندجمله  قطر بیرونی تیر به

 مشتتاهدهقابل  بیرکه در  اندستتابی شتتده به اول تیر مدل

 .هستند

𝑇(𝑥) = 𝑡0 + 𝑡1𝑥 + 𝑡2𝑥2 + 𝑡3𝑥3 
 𝐷(𝑥) = 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥2 + 𝑑3𝑥3 

تنظیمتات اولیه  ستتتابی الگوریتم، اب در پیتاده چنین هم

 .استداده شده است 5 مطابق جدول

ستتتابی با در این پژوهش، فردینتد بهینه  هدد::  توابع

هدف کاهش وبن کل ستابه و کاهش بیشتتینه تنش خمشی  

ناشتتی اب بارگذاری دینامیکی اتتورت گرفته استتت. بدین  

اند: یکی برای عریف شتتدهمنظور، دو تابش هدف مستتتقل ت
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ستتتابی تنش ستتتابی جرو تیر و دیگری برای کمینهکمینته 

 روابط ریاضتتی این توابش در. خمشتتی  داکثر در اول تیر

 رابطه بیر ارائه شده است.

𝐹1  ی9کرابطه  = ∫
𝜋

4
[𝐷2 − (𝐷 − 2𝑇)2]𝜌 𝑑𝑥

𝐿

0
 

𝐹2   ی56کرابطه  = max
𝑥∈[0,𝐿]

|𝜎(𝑥, 𝑡)|  

 

 سازیبهینهنتایج  -3-4

و ای کردن هزار نسل،  NSGA-II پس اب اجرای الگوریتم

بهینهی  اال  -های غیرمغلوب کپارتوای اب پاستد مجمو ه

های ممتلف بین تعادل دهندهها نشان. این پاسده استشتد 

وبن سابه کجرو تیری و تنش خمشی هستند. خروجی نهایی 

ها، شود که در دنه میها ارائاورت یک مجمو ه اب ارحبه

بمان در هر دو هدف اب بقیه هیچ ار ی وجود ندارد که هم

بهتر باشتتدب بلکه هر ارح نستت،ت به دیگری در یک هدف  

تر استتتت. این ویژگی، برتری دارد و در دیگری ضتتتعیف

   .االی مرب پارتو است مشمصه

 وضوح قابل مشاهده است. مرب پارتو به 9 در شکل

 

 ،هه پرتو بهینه براساس کمینه وبن و تنشنمایش ج -9شکل 

 

 محور افقیو در  وبن ستتابهاین نمودار،  محور  مودی

 شوند. نمودار مرب پرتودیده میدر سابه بیشتینه  تنش میزان 

                                                      
1 Ideal Point 

های ممتلف میان وبن و کنتد تا تعادل بته اراح کمتک می  

تنش را مشتتتاهتتده کرده و بر استتتاس نیتتابهتتای فنی یتتا  

 .رین گزینه را انتماب کندهای پروژه، بهتمحدودیت

به  نوان  5با توجه به نمودار مرب پارتو، نقطه شتتتماره 

شتتتود، بیرا این نقطه اب نظر تر انتمتاب می ی بهینته گزینته 

دارد. نقطه  5دلهنتدستتتی، کمترین فااتتتله را تا نقطه ایده 

ای فرضتتی در فضتتای اهداف استتت که در دن دل، نقطهایده

ممکن قرار دارند کیعنی تمتامی اهتداف در بهترین  تالتت     

 سابیوبن و تنش در کمترین مقدار خود هستتندی. در بهینه 

ای که کمترین فااتتتله اقلیدستتتی را به این چندهدفه، نقطه

انتمتتاب تلقی  ترین نوان بهینتتهدل دارد، بتتهی ایتتدهنقطتته

 .شود، بیرا توابن مناس،ی بین اهداف برقرار کرده استمی

ته استتت وبن ستتابه را به توانستت 5در این  الت، نقطه 

بمان مقدار که هم الیکتاهش دهد، در   دراتتتد 55میزان 

 .بهینه کرده است دراد 56تنش را نیز به میزان 

 د اب:ان ،ارتتوابش قطر و ضمامت بهینه شده در این نقطه 

𝑇(𝑥) = 0.01047 −  0.00029𝑥 −  0.00010𝑥2

+  0.00007𝑥3 

𝐷(𝑥) = 0.54694 − 0.14550𝑥 − 0.03164𝑥2

+  0.00929𝑥3 

در  در اول تیر قطر بهینتته نمودار تغییراتچنین هم

 قابل مشاهده است.  9 شکل

 

 قطر در امتداد اول تیر بهینه نمایش تغییرات -9شکل 
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 سابیتنظیمات اولیه بهینه -5جدول 

 مقدار
 جهش ا تمال تقااش ا تمال تکرار  داکثر جمعیت اندابه

966 5666 2/6 3/6 

 0t 1t 2t 3t 0d 1d 2d 3d ارا ی تغیرم

 -63/6 -63/6 -63/6 5/6 -63/6 -63/6 -63/6 665/6 پایین کران

 33/6 33/6 33/6 5 63/6 63/6 63/6 5/6 بالا کران

 

در این نمودار، خط قرمز نمتتایتتانگر قطر داخلی و خط 

دهنده قطر خارجی تیر استتت. فااله بین این دو دبی نشتان 

 .باشدت تیر در هر نقطه اب اول دن میخط، بیانگر ضمام

شده و بهینه، مقایسه وبن تیر در دو  الت 56در شتکل  

 نشده قابل مشاهده است.بهینه

 

 سابیق،ل و بعد اب بهینه تیرمقایسه وبن  -56شکل 

 

 نشده وبهینهای بین تنش مقایسه 55چنین در شتکل  هم

 شده نمایش داده شده است.بهینهتنش 

خمشتتی را در دو  الت ارا ی اولیه  تنش 55شتتکل 

ان کند. نتایج نششتده مقایسته می  کغیربهینهی و ارا ی بهینه

 شتتتده با استتتتداده اب الگوریتمدهتد کته در ارح بهینته   می

NSGA-II ،تر تنش بیشتتتینته در اول تیر یکنواخت  توبیش

سی اور محستتوشتده و تمرکز تنش در نا یه ابتدایی تیر به 

 دهنده به،ود  ملکردتغییرات نشتتاناین . کاهش یافته استتت

مکانیکی سابه در برابر بارگذاری خمشی و ایربمشی فردیند 

 .باشدسابی میبهینه

 

 مقایسه توبیش تنش خمشی در  الت بهینه و غیربهینه -55شکل 

 

 گیرینتیجه -4

دهنده ا ت،ار و شتده، نشان های انجاونتایج  ااتل اب تحلیل 

 افزارهای تحلیلیقایستته با نروریتز در م -دقت روش رایلی

دمده اب روش دستتت ددی استتت. مقایستته تط،یقی نتایج به

، اتتتحت و دباکوس افزارهای نروریتز بتا خروجی  -رایلی

های دقت بالای این روش را در تحلیل ارتعاشتتتات و تنش

کند. اب دینامیکی تیرهای جدار نابک با مقطش متغیر تأیید می

به ستتر ت بالای محاستت،اتی دن  توان مزایای این روش می

 تر رفتار دینامیکی تیرهایاشتاره کرد که امکان بررسی دقیق 

های پیدیده را با هزینه محاستتت،اتی کمتر نستتت،ت به روش

 د.ساب ددی فراهم می

ستتتابی رفتار تنشتتتی و کاهش ا تمال منظور بهینته بته 

 سابی برایبهینه برنامههای ناشتی اب خستتگی، یک   خرابی
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ین توبیش ضتتمامت و قطر در اول تیر توستتعه  تعیین بهتر

ستتتابی نشتتتان داد که با افزایش داده شتتتد. نتایج این بهینه

ضتتتمامت در نوا ی بحرانی تنش و کاهش ضتتتمامت در 

توان ضتتتمن  د  وبن یابت ستتتابه، تنش، می نوا ی کم

هتتای ستتتتاختتت را کتتاهش داده و توبیش تنش را هزینتته

ستتتابی قطر، بهینهچنین، در راستتتتای تر کرد. همیکنواخت

 ،اتورت یک تابش مناسب کمانند تابش خطی توان دن را بهمی

ر تری تعریف کرد تا توبیش تنش دیا توابش پیدیده سوودرجه 

اول تیر به،ود یابد. در نهایت، با ترکیب بهینه ضتتتمامت و 

یابی به توبیش تنشی بهینه و قطر در هر مقطش، امکان دستت 

شتتود که به رانی فراهم میکاهش تمرکز تنش در نوا ی بح

و به،ود  ملکرد مکانیکی ستتتابه منجر خواهد  افزایش  مر

 .شد
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